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Limite e continuidade

Aula 12 - Propriedades do limite

4. Propriedades do limite

Sejam f, g duas fungoes tais que existem os limite lim f(z) = L; e lim g(x) = Ly e K € R uma constante,
Tr—a Tr—a

entao:

1. lim K - f(z) = K lim f(z) = K - L4

Tr—a r—a

2. lim (f(2) +9(2)) = lim f(2) + lim g(x) = Ly + Ly

r—ra

3. lim (f(z) - g(2)) = lim f(2) - lim g(x) = L, Ly

r—a Tr—a

4. lim <f((‘”)> T
g

z—a ~ limg(z) Lo
T—a

5. im[f(x)]" = [lim f(x)]" = (L1)" para todo n € N.

r—ra rT—a

6. lim {/f(z) = ¢ liin f(z) = v/ Ly para todo n € N e se L1 € Dom({/x).

r—a

7. lim In(f(x)) = In(lim f(z)) = In(L1) se L1 € Dom(in(x)).

r—a r—a

8. lim | ()] = |La|

demonstracdo:

1. Dado & > 0 existe um §; > 0 tal que se x € (a — d1,a) U (a,a + 1) entao

Assim, se z € (a — d1,a) U (a,a + 1) entao

K- f(z) — K- Li| = |K| - |f(z) — L] < |K| - == =¢.

2. Dado € > 0,
e existe 0; > 0 tal que se z € (a — d1,a) U (a,a+ 1) = |f(x) — L1| <

e existe d2 > 0 tal que se z € (a — d2,a) U (a,a + 92) = |f(x) — La| <

DM DN ™



Tomando § = min {d1,d2} > 0, tem-se que se z € (a — d,a) U (a,a + J) entao

[(f(@) +9(2)) = (L1 + Lo)| < [ f(2) — Ll + | f(2) — Le| < g+ % =e.

1
3. Dad05:E>0(n€N)
e cxiste 6; > 0 tal que se z € (a — d1,a) U (a,a+ 01) = |f(x) — [1] < —
n

1
e cxiste d2 > 0 tal que se z € (a — d2,a) U (a,a + d2) = |f(x) — La] < —
n

Tome § = min {01,052} > 0. Assim, se x € (a —J,a) U (a,a + §) entdo

|f(z)-g(x) = L1- La| = |[f(z)-g(w)— f(z) L2+ f(x)- L2 — L1 - Lo
= |f(z)[g(x) — La] + Lo[f(z) — Li]|
< \f(l')\'!lg(w —L2\1+ |La| - | f(x) — L1
< \f(x)\-ﬁ+]L2| —
< CHLl! lﬂLz!%
S Dl L] L=

1 1
pois x € (a —d,a) U (a,a+ ) = |f(z) — Li| < - = |f(z)] < - +|L1|.
Portanto, lim ((z) - 9() — Ly - Lo) = 0 =lim (f(z) - g(a)) = L - L.
4. Dadoe >0

e cxiste 61 > 0 tal que se z € (a — d1,a) U (a,a+ 1) = |f(x) — Li| < ¢
e cxiste 02 > 0 tal que se z € (a — d2,a) U (a,a+ d2) = |f(x) — Lo| < ¢

L2
e existe 03 > 0 tal que se z € (a — d3,a) U (a,a + d3) = |L3] — |g(z) - La| < |g(x)La — L3| < 72

1 L3
Dai, tem-se que ————— < ?2 para todo x € (a — d3,a) U (a,a + 03).

|g(z) L]
Tome § = min {01, 02,93} > 0. Assim, se x € (a — d,a) U (a,a + J) entao

f@)  Li| |Laf(@) - Lug(a)
g(z) L2

g(z) Lo
f(l‘) Ll _ im @ — &
<g<x> B L> == ) T Ly

L X a
< |Laf(z) — Lig(z)| - 2 2% 0

2
2

= |Laf(@) = Lig(e)] - oo

Portanto, lim
Tr—a

Os itens (e), (f), (g) e (h) sdo consequéncias da continuidade das fungoes z", {/x,In(x) e |z| junto com a
propriedade da composta que veremos posteriormente. ]

Observacao 1. Todas as propriedades listadas acima também sdo vdlidas para lim e lim fazendo as
z—at  z—a—

alteracoes necessdrias.
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Exemplo 1. Calcule, caso exista, o limite lim (2 (@ )
r——1 ln(wQ + 1)

Exemplo 2. Calcule, caso exista, o limite lirn2 vz + 1]
z——

Exercicio 1. Prove, usando as propriedades acima, que para todo a € R, temos que li_r)n P(z) = P(a),
xX a

onde P(z) = apz™ + ap_12" "t + -+ ayx + ag € um polinémio de grau n qualquer.

Observagao 2. Sey = g(z) e lim g(z) = b, entdo

igngQQOZ;ggﬂﬂ@)Zggf@)

Teorema 1 (do Confronto). Sejam f,g e h trés fungoes tais
f(z) < g(x) < h(z)
para todo x € (a — 0,a) U (a+0) C (Dom(f) N Dom(g) N Dom(h)). Se
lim f(z) = lim h(a) = L
entao

lim g(z) = L.

r—a




demonstracao: Dado € > 0 temos que

e J6; > 0tal quese x € (a — d1,a)U (a,a+01) = f(z) € (L —¢,L+¢)

e Jd3 >0 tal que se x € (a — d1,a) U (a,a+01) = h(zx) € (L—¢e,L +¢)
Assim, tomando §y = min {d1, 2,0} obtemos que
e sex € (a—dp,a)U(a,a+d) =L—c< f(zr)<glx)<h(z)<L+e
Portanto, lim g(z) = L. [ ]
r—a
Corolario 1 (Teorema do anulamento). Sejam f e g fungoes. Se

1. lim f(z) =0

Tr—a

2. —M < g(x) < M para todo x € (a — d,a) U (a,a+ ) C Dom(f)

entao, lim f(z) - g(x) =0.

T—ra

......... ettt

demonstmgdag Dado € > 0 existe um ¢; > 0 tal que se x € (a — d1,a) U (a,a + d1) entao |f(x)| =
£() —0l < =
Tome dy = min {61,d}. Dai, se z € (a — d2,a) U (a,a + d2) entao

(@) 9(@)] = |f@)] - lg(a)| < 57 - M = e

Portanto, lim f(x) - g(x) = 0. [ |

Tr—a



Exemplo 3. Calule, caso exista, lim 22 - sen <>
z—0 T

1
Pergunta: Existe lim sen <> ?
x

z—0

. 1 .
Exercicio 2. Use um recurso computacional para desenhar o grdfico de x? - sen ( para verificar o
x

resultado encontrado no exemplo anterior.

Exercicio 3. Se |f(z)| < 2% para todo x € Dom(f), verifique que liII(l) f(z)=0.
Tr—r

1, sexzeQ
-1, se ¢Q

Exercicio 4. Calcule, caso exista, o limite lin%) 2% - g(z) onde g(z) = {
Tr—r

Pergunta: Existe lim g(z)?
z—0



