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Limite e continuidade

Aula 14 - Continuidade
5. Continuidade

Definigao 1. Sejam f uma fungdo e a um ponto no dominio de f. Dizemos que

f € continua em um ponto a < lim f(z) = f(a)
Tr—a

Se f nao é continua em um ponto a, dizemos que f é descontinua em a. Um ponto de descontinuidade
a é removivel se Ilim f(x) # f(a). Dizemos que uma fungao f é continua se ela é continua em todos os
Tr—a

pontos do seu dominio e é continua em um intervalo I se ela é continua em cada ponto deste intervalo I.

r—a

g lm (2) = f(a) Nio existe Tim /(2)

f é descontinua em a

f é continua em a

\/

of---

I

Nao existe f(a)

lim f(z) = L # f(a)

f é descontinua em a f é descontinua em a

Propriedades: Sejam f e g duas fungdes continuas em um ponto a € Dom(f) N Dom(g) e K uma
constante, entao:

1. K- f é continua em a, 3. f-g é continua em a,

foo
2. f+ g é continua em a, 4. g é continua em a se g(a) # 0.

demonstragdo: Exercicio!



Na secao 3 da aula 11 vimos que:

A funcéo constante é continua em R.

A funcao linear é continua em R.

A fungao raiz quadrada é continua em [0, +00).

A funcao raiz n-ésima é continua em seu dominio.
e A funcéo modular é continua em R.

e A funcao polinomial é continua em R.

Observagao 1. As funcoes exponencial, logaritmica e as trigonométricas sao continuas em seus dominios.
Exemplos:

1. Se |f(x)| < 22 para todo = € R, entdo f é continua em x = 07.

1 2, 2
2. A funcio f(z) = 22 - sen <> é continua em z = 07 E a funcéo f(z) = wsen (:c) , sez#0 ?
t 0, sex # 0

1, sexeQ
_17 se %@

é continua em = = 07

3. A funcdo 2? - g(x) onde g(z) = {



2]

4. Quais sao os pontos onde f(x) = — é continua em x=07
x

Jr—1—-1

5. A descontinuidade z = 2 da fungao g(z) = é removivel?

“ Vi

6. Seja
z2, se x| <1
f(z) = { 2 1

1—2x% se|z[>1

Quais sao os pontos que f é continua? Existem pontos de descontinuidade? Caso existam, esses
pontos sao removiveis?



7. Seja
vV—r—1, se < —1
f(z) =< az+b, se —1<z<0
|z2 — 1|, se x>0

Qual é o dominio? Existem valores reais a e b tais que a funcao f seja continua em seu dominio? Em
caso afirmativo, determine esses valores usando os limites laterais.

Teorema 1 (limite da composta). Sejam f e g duas fungdes tais que li_r}n f(x) =be g é continua no ponto
X a
b. Entao:

lim (g0 f)(@) = g (lim f(x)).

Em particular, se no teorema acima tivermos b = f(a), isto é, se f é continua em a teremos o seguinte:

Teorema 2 (Continuidade da composta). Sejam f e g duas fungoes. Se g é continua em a e f é continua
em g(a), entao f o g é continua em a. Isto é, se lim g(z) = g(a) e lim f(x) = f(g(a)), entao
r—a r—a

lim (f o g)(x) = (f o g)(a).

r—a

sen?(x?) + In(x? + 1)
x? - arctg(x) ’

Exemplo 1. Determine o conjuntos dos pontos onde f(x) =



Exercicio 1. Analise a continuidade das fungdes trigonométricas sabendo que as funcdes seno e cosseno

s$ao continuas em seus dominios.

Exercicio 2. Verifique a continuidade das fungoes In(x), arcsen(x), arccos(x) e arctg(x) usando o fato

das funcées e, sen(x), cos(x) e tg(x) serem continuas em seus dominios.
g

Definicao 2. Seja f : [a,b] — R, diremos que f é continua em [a,b] se:

1. f € continua em (a,b)

2. 3lim f(x) = f(a)

z—at

3. 3 lim f(x)= f(b)
z—b~
Teorema 3 (de Bolzano). Se continua em [a,b], f(a) e f(b) tem sinais contrdrios, entdo existe pelo

é
menos um c € (a,b) tal que f(c) =0.

\J

/
f(b)




demonstragao:

Casol: f(a) <0e f(b) >0

f(ao) >0 f(bo) >0

apg = a '
0 Co b():b

ponto médio de [aq, bg]

f(Co) >0 ou f(Co) <0
ap =a ‘Cl Co Co él bo=10
|| ponto médio de [aq, by] H || ponto médio de [ay, by] ||
ay by a by
fla1) <0 f(b1) >0 fla1) <0 f(b1) 20
fle1) >0 ou fle1) <0
aj Co C1 C1 C; b1
|| ponto médio de [ag, by] ” || ”
as by as PO médio de [ag, ba] by
flaz) <0 F(b2) 20 flaz) <0 fb2) =0

Assim, temos que [ag, bo] D [a1,b1] D [ag,b2] D -+ [an,by] D -+ onde f(a;) <0e f(b;) >0, Vi € N. Logo,
“+o0o

pelo Teorema do intervalos encaixantes, existe ¢ € ﬂ [ai, b;], isto é, existe um ¢ tal que a, < ¢ < by, Vn € N.
i=0

Por um lado, temos, pela construcao dos intervalos, que

1 11 1 1
’bn — an\ = Q‘bn_l — an_1| = 55’[)”_2 — an_2] == 27’[)0 — a0| = 27|b — a| —0
quando n — +oo. Portanto, lim a, = lim b, e, pelo Teorema do confronto, temos também que
n—-+o0o n——+00
lim a, = lim b, =c.
n—+00 n——+00
Por outro, pela continuidade de f tem-se que lim f(a,)= lim f(b,) = f(c), logo devemos ter que
n—-+o0o n—-+oo
f(c) <0e f(c) =0, portanto f(c) = 0.
O caso 2 onde f(a) >0 e f(b) <0 é andlogo. [ |



Teorema 4 (do Valor Intermediario). Se uma fun¢ao f : [a,b] — R € continua em [a,b] e se d € um valor
entre f(a) e f(b), entao existe um c € [a,b] tal que f(c) = d.

y

demonstragdo: Caso 1: f(a) < d < f(b).

Como g(z) = f(z) —d é continua em [a,b], g(a) = f(a) —d < 0 e g(b) = f(b) —d > 0, temos, pelo Teorema
de Bolzano, existe ¢ € (a,b) tal que g(c) =0, isto é, g(¢) = f(c) —d=0= f(c) =d.

Caso 2: f(a) > d > f(b) é andlogo ao caso 1. [ ]
Observagao 2. Uma aplicagdo é a garantia da existéncia de raizes de algumas equagoes.

Exemplo 2. Prove, usando o T.V.I ou o Teorema de Bolzano, que existe pelo menos 1 raiz de 23 —3x + 1
em (0,1).

Exercicio 3. Prove que x® — 4x + 2 possui 3 raizes reais distintas.



Exercicio 4. Mostre que a fungio f(z) =1— 222 — arctg(z) atinge o valor 3 no intervalo [0, 1].

241, se|z| <2
—’.1‘|, se ’$| =2
contradiz o Teorema de Bolzano, pois f(1) = 2 > 0 e f(3) = =3 < 0, mas pelo grdfico vemos que
f(z) #0,Vx € R.

Exercicio 5. Diga se a afirmagdo a sequir é verdadeira ou falsa. A fun¢ao f(x) = {

Teorema 5 (de Weierstrass ou Teorema do Valor extremo). Se f é continua em [a,b], entdo existem
x1, T2 € [a,b] tais que
f(x1) < f(2) < f(22), V2 € [a, b].

demonstracao:

Como f é continua em [a, b] (intervalo fechado e limitado), entao f ¢ limitada em [a, b]. Sejam

o M =sup{f(z) | = €la,bl}
e m=inf{f(x) | z € [a,b]}

Logo, m < f(z) < M,Vz € [a, b]

Afirmagao: Existe xo € [a,b] tal que f(x2) = M.



Suponha, por absurdo, que f(z) < M,Vz € [a,b], entao a fungao g(zx) é continua em [a, b].

1
~ M- @)
Dai, temos que g ¢ limitada em [a, b], logo existe um S > 0 tal que

1
0< m < B,Vz € la, b]

1
dai f(x) < M — 3 < M = sup{f(x) | « € [a,b]},Vx € [a,b], contrariando o fato de M ser supremo de
f(x) em [a, b].

Portanto existe z2 € [a, b] tal que f(x2) = M.

Afirmacao: Existe x; € [a,b] tal que f(z1) = m é analoga.



