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Limite e continuidade

Aula 14 - Continuidade

5. Continuidade

Definição 1. Sejam f uma função e a um ponto no domı́nio de f . Dizemos que

f é cont́ınua em um ponto a ⇔ lim
x→a

f(x) = f(a)

Se f não é cont́ınua em um ponto a, dizemos que f é descont́ınua em a. Um ponto de descontinuidade
a é remov́ıvel se ∃ lim

x→a
f(x) 6= f(a). Dizemos que uma função f é cont́ınua se ela é cont́ınua em todos os

pontos do seu domı́nio e é cont́ınua em um intervalo I se ela é cont́ınua em cada ponto deste intervalo I.

f

a

f

a

L

f

f(a)

f(a)

a

f(a)

lim
x→a

f(x) = f(a)

lim
x→a

f(x) = L 6= f(a)

Não existe lim
x→a

f(x)

a

L

f

Não existe f(a)

f é cont́ınua em a
f é descont́ınua em a

f é descont́ınua em a f é descont́ınua em a

Propriedades: Sejam f e g duas funções cont́ınuas em um ponto a ∈ Dom(f) ∩ Dom(g) e K uma
constante, então:

1. K · f é cont́ınua em a,

2. f + g é cont́ınua em a,

3. f · g é cont́ınua em a,

4.
f

g
é cont́ınua em a se g(a) 6= 0.

demonstração: Exerćıcio!
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Na seção 3 da aula 11 vimos que:

• A função constante é cont́ınua em R.

• A função linear é cont́ınua em R.

• A função raiz quadrada é cont́ınua em [0,+∞).

• A função raiz n-ésima é cont́ınua em seu domı́nio.

• A função modular é cont́ınua em R.

• A função polinomial é cont́ınua em R.

Observação 1. As funções exponencial, logaŕıtmica e as trigonométricas são cont́ınuas em seus domı́nios.

Exemplos:

1. Se |f(x)| 6 x2 para todo x ∈ R, então f é cont́ınua em x = 0?.

2. A função f(x) = x2 · sen
(

1

x

)
é cont́ınua em x = 0? E a função f(x) =

 x2 · sen
(

1

x

)
, se x 6= 0

0, sex 6= 0
?

3. A função x2 · g(x) onde g(x) =

{
1, se x ∈ Q
−1, se /∈ Q é cont́ınua em x = 0?
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4. Quais são os pontos onde f(x) =
|x|
x

é cont́ınua em x=0?

5. A descontinuidade x = 2 da função g(x) =
3
√
x− 1− 1√
x−
√

2
é remov́ıvel?

6. Seja

f(x) =

{
x2, se |x| < 1
1− x2, se |x| > 1

Quais são os pontos que f é cont́ınua? Existem pontos de descontinuidade? Caso existam, esses
pontos são remov́ıveis?
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7. Seja

f(x) =


√
−x− 1, se x 6 −1

ax+ b, se − 1 < x < 0
|x2 − 1|, se x > 0

Qual é o domı́nio? Existem valores reais a e b tais que a função f seja cont́ınua em seu domı́nio? Em
caso afirmativo, determine esses valores usando os limites laterais.

Teorema 1 (limite da composta). Sejam f e g duas funções tais que lim
x→a

f(x) = b e g é cont́ınua no ponto

b. Então:
lim
x→a

(g ◦ f)(x) = g
(

lim
x→a

f(x)
)
.

Em particular, se no teorema acima tivermos b = f(a), isto é, se f é cont́ınua em a teremos o seguinte:

Teorema 2 (Continuidade da composta). Sejam f e g duas funções. Se g é cont́ınua em a e f é cont́ınua
em g(a), então f ◦ g é cont́ınua em a. Isto é, se lim

x→a
g(x) = g(a) e lim

x→a
f(x) = f(g(a)), então

lim
x→a

(f ◦ g)(x) = (f ◦ g)(a).

x g(x) f(g(x))
g f

f ◦ g

Exemplo 1. Determine o conjuntos dos pontos onde f(x) =
sen2(x2) + ln(x2 + 1)

x2 · arctg(x)
.
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Exerćıcio 1. Analise a continuidade das funções trigonométricas sabendo que as funções seno e cosseno
são cont́ınuas em seus domı́nios.

Exerćıcio 2. Verifique a continuidade das funções ln(x), arcsen(x), arccos(x) e arctg(x) usando o fato
das funções ex, sen(x), cos(x) e tg(x) serem cont́ınuas em seus domı́nios.

Definição 2. Seja f : [a, b]→ R, diremos que f é cont́ınua em [a, b] se:

1. f é cont́ınua em (a, b)

2. ∃ lim
x→a+

f(x) = f(a)

3. ∃ lim
x→b−

f(x) = f(b)

Teorema 3 (de Bolzano). Se f é cont́ınua em [a, b], f(a) e f(b) tem sinais contrários, então existe pelo
menos um c ∈ (a, b) tal que f(c) = 0.

f

a

f(a)

f(b)

c b
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demonstração:

a0 = a b0 = bc0

ponto médio de [a0, b0]

f(c0) < 0f(c0) ≥ 0

Caso1: f(a) < 0 e f(b) > 0

a0 = a c0 c0 b0 = b

a1 b1

‖ ‖ ‖ ‖

f(a1) < 0 f(b1) ≥ 0

f(a0) > 0 f(b0) ≥ 0

c1
ponto médio de [a1, b1]

c1
ponto médio de [a1, b1]

a1 b1

f(a1) < 0 f(b1) ≥ 0

ou

f(c1) < 0f(c1) ≥ 0

a1 c1 c1 b1

a2 b2
‖ ‖ ‖ ‖

f(a2) < 0 f(b2) ≥ 0

c2
ponto médio de [a2, b2]

c2

ponto médio de [a2, b2]a2 b2

f(a2) < 0 f(b2) ≥ 0

ou

...

Assim, temos que [a0, b0] ⊃ [a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · · [an, bn] ⊃ · · · onde f(ai) < 0 e f(bi) > 0, ∀i ∈ N. Logo,

pelo Teorema do intervalos encaixantes, existe c ∈
+∞⋂
i=0

[ai, bi], isto é, existe um c tal que an 6 c 6 bn, ∀n ∈ N.

Por um lado, temos, pela construção dos intervalos, que

|bn − an| =
1

2
|bn−1 − an−1| =

1

2

1

2
|bn−2 − an−2| = · · · =

1

2n
|b0 − a0| =

1

2n
|b− a| → 0

quando n → +∞. Portanto, lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

bn e, pelo Teorema do confronto, temos também que

lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

bn = c.

Por outro, pela continuidade de f tem-se que lim
n→+∞

f(an) = lim
n→+∞

f(bn) = f(c), logo devemos ter que

f(c) < 0 e f(c) > 0, portanto f(c) = 0.

O caso 2 onde f(a) > 0 e f(b) < 0 é análogo.
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Teorema 4 (do Valor Intermediário). Se uma função f : [a, b]→ R é cont́ınua em [a, b] e se d é um valor
entre f(a) e f(b), então existe um c ∈ [a, b] tal que f(c) = d.

f

a

f(a)

f(b)

d

c b

demonstração: Caso 1: f(a) < d < f(b).

Como g(x) = f(x)−d é cont́ınua em [a, b], g(a) = f(a)−d < 0 e g(b) = f(b)−d > 0, temos, pelo Teorema
de Bolzano, existe c ∈ (a, b) tal que g(c) = 0, isto é, g(c) = f(c)− d = 0⇒ f(c) = d.

Caso 2: f(a) > d > f(b) é análogo ao caso 1.

Observação 2. Uma aplicação é a garantia da existência de ráızes de algumas equações.

Exemplo 2. Prove, usando o T.V.I ou o Teorema de Bolzano, que existe pelo menos 1 raiz de x3−3x+ 1
em (0, 1).

Exerćıcio 3. Prove que x3 − 4x+ 2 possui 3 ráızes reais distintas.
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Exerćıcio 4. Mostre que a função f(x) = 1− 2x2 − arctg(x) atinge o valor 1
2 no intervalo [0, 1].

Exerćıcio 5. Diga se a afirmação a seguir é verdadeira ou falsa. A função f(x) =

{
x2 + 1, se |x| < 2
−|x|, se |x| > 2

contradiz o Teorema de Bolzano, pois f(1) = 2 > 0 e f(3) = −3 < 0, mas pelo gráfico vemos que
f(x) 6= 0,∀x ∈ R.

Teorema 5 (de Weierstrass ou Teorema do Valor extremo). Se f é cont́ınua em [a, b], então existem
x1, x2 ∈ [a, b] tais que

f(x1) 6 f(x) 6 f(x2), ∀x ∈ [a, b].

demonstração:

Como f é cont́ınua em [a, b] (intervalo fechado e limitado), então f é limitada em [a, b]. Sejam

• M = sup {f(x) | x ∈ [a, b]}

• m = inf {f(x) | x ∈ [a, b]}

Logo, m 6 f(x) 6M,∀x ∈ [a, b]

Afirmação: Existe x2 ∈ [a, b] tal que f(x2) = M .
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Suponha, por absurdo, que f(x) < M, ∀x ∈ [a, b], então a função g(x) =
1

M − f(x)
é cont́ınua em [a, b].

Dáı, temos que g é limitada em [a, b], logo existe um β > 0 tal que

0 <
1

M − f(x)
< β,∀x ∈ [a, b]

dáı f(x) < M − 1

β
< M = sup {f(x) | x ∈ [a, b]} ,∀x ∈ [a, b], contrariando o fato de M ser supremo de

f(x) em [a, b].

Portanto existe x2 ∈ [a, b] tal que f(x2) = M .

Afirmação: Existe x1 ∈ [a, b] tal que f(x1) = m é análoga.
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