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Limite e continuidade

Aula 15 - Limite infinito e no infinito
6.Limite infinito

Defini¢ao 1 (Limite infinito). Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a € igual a 400, isto é,

lim f(z) = 400,

T—ra

se para todo numero positivo M, existe um intervalo da forma (a — d,a) U (a,a + §) C Dom(f) tal que

x € (a—9d,a)U(a,a+6) = f(x) > M.

E dizemos que o limite de f(z) quando x tende a a € igual a —o0, isto €,

se para todo nimero negativo M, existe um intervalo da forma (a — 6,a) U (a,a + 0) C Dom(f) tal que

x € (a—9d,a)U(a,a+ )= f(x) < M.

Observacgao. De maneira semelhante definimos

lim f(x) =+o0, e lim f(x) = +oo,

z—at T—a~

mudando o intervalo para (a,a + 9) e (a — 0,a), respectivamente, na defini¢ao anterior.

Observagao (Atencao!l!). O limite de f(x) quando x — a ou a™ ou a™ ser igual 4 +0o ou —oo significa
que o limite nao existe!

Propriedades:

1. Se lim f(z) = L € R— {0} e lim g(z) = 0, entao:
T—a T—a

e lim f@) = +o00 se existe um § > 0 tal que /() > 0,Vz € (a — d,a) U (a,a+ ) C Dom(f) N
v=a g(x) g(x)
Dom(g),



e lim M = —o00 se existe um & > 0 tal que /(@)
v—a g(x) 9(x)
Dom(g)

2. Se lim f(z) = L € R, lim g(x) = +00 ou —o0 e lim h(z) = 400 ou —oco , entao:
r—a T—a

o lim[f(z) +g(z)] = L + o0 = %00

e Se lim g(z) = +o00, entdo
Tr—ra

0, L>0
lim [ (2) - g(a)] = L- (+00) = —o0, L<0
indeterminado, L =
e Se ;1_r>r(11 g(x) = —o0, entao
—00, L>0
lim [f(z) - g(z)] = L - (+00) = ¢ +0o0, L<0

indeterminado, L =

e Se lim g(z) = 400 e lim h(z) = +00

= lim[g(2) + h(2)] = (+00) + (+00) = +00
~ lim[g(@) - h(z)] = (+00) - (+00) = +o0
e Se ill)I(llg(l‘) =—00e ilg(ll h(z) = —o0

— lim [g() - h()] = (~00) - (+00) = ~00

- ~ . . ) . o 0
Observacgao. | Atencao!!!! Cuidado com as indeterminacdes: —, 0’ 00 — 00,00 - 0, 0°
EEEE—— 00

, 1% e

o

0

pressoes nada dizem sobre o limite!!!l!

Vamos analisar alguns exemplos de tais indeterminagoes:

00 _ 1 1
o | Caso = Sejam f(x) = g(x) = oe h(z) = ez Note que
li = 1li = lim h(z) =
i (0= g, () = T b
— lim —f(x) =

-0+ g(x)

)

z—0t h(x)

< 0,Vz € (a —d,a) U (a,a+d) C Dom(f) N

essas ex-



o | Caso — |: Sejam f(x) = h(z) =z —1—1 e g(z) = /x — V2. Note que

lim f(z) = lim g(z) = lim h(x) =

T—2 r—2 T—2

flx) _

im =
2 g(x)

1 1
. : Sejam f(z) = h(z) = — + 1 e g(x) = —. Note que
x x

lim f(z) = lim g(x) = lim h(z) =
z—0 z—0 z—0

— lim f(x) — h(z) =

z—0
. : Sejam f(z) = l, g(x) =z - sen <1> e h(z) = In(z). Note que
x x

lim f(z) =+oc0 e lim g(x) =0

z—0t z—0t

lim f(z)=0e lim h(x)=+o0

T—+400 T—-+00

z—0t
— lim f(x) - h(z) =
z—0
Os demais casos serao avaliados quando tivermos feito a Regra de L’Hospital.

7. Limite no infinito

Definicao 2. Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a +oo € igual a L, isto é,

lim f(x)=0L,

r—r-+00



se para todo intervalo da forma (L — e, L + €), existe um numero positivo N tal que

x> N,z € Dom(f) = f(z) € (L —¢,L+e¢).

E dizemos que o limite de f(x) quando x tende a —oo € igual a L, isto é,

lim f(z) =L,

rT——00

se para todo intervalo da forma (L — e, L + ¢), existe um nimero negativo N tal que

x <N,z € Dom(f)= f(z) € (L—¢,L+e¢).

Propriedades:

K
1. lim —=0,neNeKeR-{0}

r—+oo ™

K
2. Se KeR—{0} e lim f(x)=+4oo,entdo lim —— =0

r—+o00 r—Fo0 f (x)

3. Se existem xkrﬁw f(x)e xgrirlmg(x) e K € R, entao

ol (K@) +9@) = K lim fo)+ T g(z)

T

o tim 1) 9 = in_ @) (1m o)

r—+o00 r—+o0 r—*+00
e lim = — se lim g(z) #0.
z—+oo g(x) Erﬂ? g(x) z—+o00

Exemplos de limite infinito e no infinito: Em cada item determine o dominio da funcao e, se possivel,
calcule o limite indicado:

1. Seja f(x) = % Temos que Dom(f) =

¥




2. Seja f(z) = % Temos que Dom(f) =

b |

1

3. Seja f(z) = 5 Temos que Dom(f) =

5 . 1

e lim =
z—+oo x — 2

. 1
e lim
r——00 T — 2

y

x . 1
e lim =
z—2+ . — 2

e lim =
r—2- L —
4. Seja f(z) = 2% — 1 {1 Temos que Dom(f) =
. Sej x_Z—x_2—m . Temos que Dom =
2 e lim +1
z—>+o00 2 —
e lim +1
T—=—00 2 — T
» e lim +1=
=2+ 2 —x
. 1
o lim +1
r—2~ — X
1
5. Exercicio: lim vz + 8 + —
x—0 xT
.. . 1
6. Exercicio: lim ——
z—=0 T
7. Seja f(x) = tg(x). Temos que Dom(f) =
»? ' e lim tg(z)
=TT

2

e lim tg(z)

=3




8.

10.

11.

12.

13.

Seja f(x) = x. Temos que Dom(f) =

5 .
y e lim z=
T—r—+00

o lim z=
Tr—r—0o0

lim (2z —2x) =
T—+00

lim — =
r—+oco I

lim (—22% 4 4z - 3) =

T—r+00

lim (—22% 4 4z —3) =

T—r—00

Seja a,, diferente de 0.

lim (apz" + ap_ 12" 14+ a12 + ag)
r—+o00



o 34222 —3x 44
14. lim
z—400 o —2x+1

3 2
2x° — 4
15. Exercicio: lim vt 32 +
T——00 xd—2x+1

5
L. . x° — 2z + 1
16. Exercicio: zgriloo 231222 _3r+4

4
-2 1
17. Exercicio: lim 1:37%4_
T——00 x° +4

43 — 2
18, lim —
z——00 1 — 21

3 _
19. Exercicio: lim 4o 2
z—+o00 1 — 2%

4 _ 2
20. lim M
z—4o00 5+ hx?



21. Sejam a,, e b, diferentes de 0.
anT™ + ap_12"t+ - 4 a1 + ag

srbbo bynx™ + byp_1z™ L 4+ -+ bz + by

3
29, fim 122
z——00 3 — g3

. w3 =2
23. Exercicio: lim T 3
T—>—00 3 — I

4 o 2
24. Exercicio: lim w
t5Foo 54 5z2



25. lim ———
T——00 /12 +4

, e . T
26. Exercicio: lim ——
z—+o00 /g2 + 4

27. lim (\/43:2 — 30— 4z? + 8)

T—>+00

8. Assintotas verticais e horizontais

Definicao 3 (Assintota vertical). Uma reta x = a € uma assintota vertical do grifico de uma funcao f
se

lim f(x) =400, ¢/ ou lim f(x)= +oc.

z—a™t T—a~



Definicao 4 (Assintota horizontal). Uma reta y = L é uma assintota horizontal do grifico de uma
funcdo f se

lim f(x)=L.

r—+o00

Exemplos de assintotas verticais e horizontais: Em cada item determine, caso existam, as assintotas
e/ou horizontais:

1. Seja f(z) = é Temos que Dom(f) =

v o Assintotas verticais: o Assintotas horizontais:

51t

2
¢ —4
2. Seja = . Temos que D =
ja /() P+ 622+ 120 +8 oA om(f)
e Assintotas verticais: e Assintotas horizontais:

x
3. E icio: Sej = .
xercicio: Seja f(x) R
33
4. Exercicio: Seja f(z) = R
s — 2z

5. Exercicio: Seja f(z) = tg(x).

6. Exercicio: Seja f(z) = arctg(x).

10



