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Lista 3: Limite e continuidade
Caélculo I - 04287 e 00508 - Professora: Mariana . Villapouca

1. Calcule, caso exista, o lirri f(x) para cada funcao abaixo. Caso nao exista, explique o
T—r

porqué.

20 — 3, se x <1
(a) f(:z:)—{ r—2, sex>1

2, se x <1

(b) f(x)—{ 2¢, se x >1

2. Prove, usando a definicao formal de limite, que lim k = k para k& € R constante e que
r—a

lim x = a para todo a € R.
T—a

3. Prove, usando as propriedades de limite, que }algé P(x) = P(a) para todo a € R onde
P(z) = apa™ + Ap_12" 1+ a1z + ap é um polinémio de grau n.
4. Defina f'(a) = lim f@) — f(a)
Tr—a €T —a
(a) f(x)=$2€a:2,
(b) f(z)=vzea=1.

1 1 1
5. Calcule, caso exista, lim | 22 - cos — cos . Existe lim cos ?
z—1 z—1 rz—1 z—1 rz—1

1 1
6. Calcule, caso exista, hH(l) z* - cos () e limcos () . Caso nao exista, explique o porqué.
T—r

. Calcule f'(a) em cada caso:

22 z—0 22

1, sezeQ
-1, sex¢Q ’

Teorema da ”Simplificacao”. Sejam f e g duas funcdes tais que

7. Calcule, caso exista, lim 22 - g(z) e lim g(z) onde g(z) = {
z—0 z—0

f(z) =g(x), Y(a—4d,a)U(a,a+d) C Dom(f)N Dom(g)
para algum & > 0. Entdo,

se 3lim g(x) = Elig%f(x) e lim f(z) = lim g(x).

r—a T—ra r—a

8. Calcule os seguintes limites usando o Teorema da ” Simplificagao”:

(a) lim r_3
=3+ /12 -9
-2

(b) lim 122



10.

3 _ 2 2 9
(c) il_}ml 23 n ;2 — jjl (dica: fatore os polindémios)
1—
(d) lim 1=y

rz—1 .Z‘2 —1

256 - (V7 — 2)

z—8 3 — 83

(Nao se esquega de provar que ((¢/z)? +2- ¥z +4) # 0, Vx € R.)
(dica: a® + b3 = (a +b)(a® — ab + b?))

(primeiro exercicio da lista de pré-célculo)

z—0 T

(k) lim M

z—at /12 — a2

(1) lim Vi-yatyr—a

Z—at 22 — a2
) i
(n) ili)r(l) z% - tgh (;2)
(o) ilg% z2 - arctg <$12>

. Sabendo que para cada xg € Dom(f) definimos a derivada de f no ponto zy como

sendo f'(z) = Tim L& =F@) _ . Fl@o+h) = flzo)
T—TQ €X — xo h—0 h
possivel, f /(a:o) em cada caso a seguir:

se tal limite existe, calcule, se

(a) f(x) = K, onde K € R é uma constante.
(b) flz) ==

(c) fla)=2"

(d) f(z) = V=

(@) fla) =

Observagao.

f € continua em a € Dom(f) < I lim f(x) = f(a)

r—a

Sejam f e g duas fungdes continuas em a € Dom(f) N Dom(g) e k € R constante. Prove
que:



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

k- f é continua em a

(a)

(b) f+ g é continua em a
)
)

(¢) f-g é continua em a

(d f é continua em a se g(a) # 0
g

Analise a continuidade das fung¢oes basicas apresentadas no inicio deste curso.

Observagao.

f € descontinua em a < f ndo é continua em a (a ¢ Dom(f) ou lim f(z) ou li_r>n f(z) # f(a))
r—a r—a
Diremos que um ponto a ¢ uma descontinuidade removivel se

3lim f(2) e lim f(2) # f(a)
~ 9 Ly , . .
A funcao g(z) = z° - sen | — ) é continua em = = 0?7 Se é descontinua em = = 0, essa
x

descontinuidade é removivel?
Seja f uma funcio tal que |f(z)| < 22,Vx € R. Prove que f é continua em x = 0.

1, sexzeQ
-1, se z¢Q

Seja h(r) = 2% - g(x) onde g(z) = { . A funcado h é continua em z = 07

2
T se r <1

Seja f(x) = ’
ja f(x) 2z, se x >1
pontos de descontinuidade? Essas descontinuidades sdo removiveis?

||

. A funcao f é continua em R? Caso negativo, quais sdo os

Quais os pontos onde f(x) = — ¢é continua? Se houver descontinuidades, estas sao
T
removiveis?
3
L 5 vr—1-—1
Sabemos que x = 2 é um ponto de descontinuidade da fungao f(z) = (Por

Vi V2

qué?). Essa descontinuidade é removivel?

2

. z se |z| <1 . , , .

- ’ ?

Seja f(x) { 1— a2 so o] >1° Quais sao os pontos onde f é continua? Existem

pontos de descontinuidade? Se existirem descontinuidades, elas sao removiveis?

vV—r—1, se x< -1
Seja f(x) =< a-x+b, se —1<x<0 . Qualo dominioda f? Existem valores reais
|22 = 1], se x>0
a e b tais que a funcao f seja continua em seu dominio? Em caso afirmativo, determine
esses valores usando os limites laterais. (Geometricamente é ficil verificar tal escolha,
mas atencao ao que foi pedido. Portanto, neste exercicio deve-se justificar a escolha de a
e b através dos limites laterais). Esboce o grafico da f.




20.

21.

22.

—V2 -z, se x <1
Seja f(x) =< a-x+b, se 1 <x <2 . Determine o dominio de f. Existem valo-
|o2 — Tz + 12|, se x> 2
res reais a e b de modo que f seja continua em x = 17 E em x = 27 Justifique usando os
limites laterais. A funcao é continua em R — {1,2}? Existem descontinuidades? Existem
descontinuidades removiveis? Esboce o grafico da f

cos(z), se x>0
Seja g(x) = ¢ a, se =0 . A funcdo g é continua em R — {0}7 Existe algum
r+1, sex<O0
a € R tal que g seja continua em x = 07 Em caso afirmativo, determine-o. Quais sao os
valores de a tais que g é descontinua em x = 07 Quais s@o os valores de a tais que a é uma
descontinuidade removivel? (Justifique usando os limites laterais). Esboce o grafico de g.

|z% — 5z + 4
—_— se x <1
z—1
Seja f(x) = ax + b, se 1<z<?2 .
— V2 -2
Ve V2+ \/T, se x> 2
x? —4
2
-5 4
(a) Determine o dominio de fi(z) = 2% =5 +4] e analise lim fi(x).
z—1 z—1
—V2++Vr—2
(b) Determine o dominio de fo(x) = VT \f;_ 41’ e analise liH?é fa(x).
T4 — r—

(c) Existem alguns valores a e b em R tais que f seja continua em todo o seu dominio?
Em caso afirmativo, determine esses valores.

23. Dé exemplo das seguintes situagoes:

(a) Duas funcgoes descontinuas cuja soma seja continua.

(b) Duas fungoes f e g tais que f seja continua em x = 0, g seja descontinua em z = 0,
mas no entanto f - g seja continua em x = 0.

(¢) Duas fungoes que tenham descontinuidades nao removiveis em x = —1, mas que a
soma seja continua em x = —1.

(d) Uma funcado que tenha uma descontinuidade removivel em x = 1.

(e) Uma fungao descontinua em z = 3, mas que o seu médulo seja continuo em x = 3.

(f) Duas fungoes f e g tais que existe C];13(1) f(z) e nao existe il_% g(x), mas mesmo assim
i% f(z) - g(x) existe.

(g) Duas fungoes f e g tais que nao existem os seus limites quando  — 0, mas que exista

lim f@)

w0 g(z)’
(h) Uma funcao f na qual lim |f(z)| existe, mas lim f(z) nao existe.
z—0 z—0



24.

25.
26.

27.

28.

Teorema do Valor Intermediario (T.V.1.). Se f € continua em um intervalo [a,b] e
[fla) <d< f(b) ou f(b) <d< f(a)], entdao existe um c € (a,b) tal que f(c) =d.

Observagao (Corolario do T.V.1L.). : Se f € continua em um intervalo [a,b] e [f(a) <
0< f(b) ou f(b) <0< f(a)], entao existe um c € (a,b) tal que f(c) = 0.

Prove que existe um ponto de intersecio entre o grifico de f(x) = z* + 222+ 1 e o gréfico
de g(z) = 22% — x + 2 no intervalo [0, 1].

Verifique, usando o T.V.I., que existe pelo menos uma raiz real de z3 — 3z + 1 em (0, 1).
Mostre que a fungio a fungdo f(z) = 1— 222 —arctg(z) atinge o valor § no intervalo [0, 1].
Mostre que existe um xg € R tal que

(a) sen(zg) —x0+1=0

(b) xf+23+1=0

2?24+ 1, se |x| <2

_lal, se 2| =2 Verifique que:

Seja f(z) = {

(a) Dom(f) =R
(b) f(1)>0e f(3) <0
(¢) f(z) # 0 para todo z € R

Explique a razao desse exemplo nao contradizer o Teorema do Valor Intermedidrio. (Dica:
Para visualizar melhor o que esté ocorrendo, esboce o grafico de f).



