Universidade do Estado do Rio de Janeiro

Calculo I e Céalculo Diferencial e Integral I - Professora: Mariana G. Villapouca

Limite e continuidade

Aula 11 - Definigoes de limite e limite lateral

Ideia intuitiva: Dizemos que o limite de f(z) quando z tende a a é igual a L, e escrevemos lim f(z) = L,
r—a

se os valores f(z) estao tao préximos quanto se queira de L, quando fazemos os valores de x suficientemente
proximos de a.

A x> a
[ SR lim f(x)=1L
| rz—at
L mmasy A
I : r<a
L —ede — — — | !
b lim f(z) =L
“‘_‘*.af_)” >
- 4+
lim f(x) =L

20 — 3, sex <1

-2 sex>1° Use a ideia tntuitiva de limite para calcular }jl_}ml f(zx)

Exemplo 1. Seja f(z) = {

caso exista.
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20 — 3, sex <1

Exemplo 2. Seja f(z) = { r—4, sex>1
5 =

caso exista.

. Use a ideia intuitiva de limite para calcular lim1 f(x)
T—

1. Definicao de limite

Defini¢ao 1 (Limite). Dizemos que o limite de f(z) quando x tende a a é igual a L, isto é,

lim f(z) =L

T—ra

se para todo intervalo da forma (L — ¢, L + ¢), existe um intervalo da forma (a — d,a + ¢) tal que
z € (a—0d,a)U(a+9) C Dom(f)= f(z) e (L—e,L+e¢).

Em outras palavras, lim f(z) = L, se para todo € > 0, existe um ¢ > 0 tal que
T—a

O0<|r—al<d e xeDon(f)=|f(zr)—L|l<e.

Exemplo 3. Culcule usando a defini¢cao formal linri x.
—
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Observacao 1. | Dizemos que uma fungdo f € continua em a € Dom(f) < 3 lim f(z) = f(a)
Tr—a

Exercicio 1. Verifique se as funcdes dos exemplos anteriores sao continuas em x = 1.

Teorema 1 (Unicidade do limite). Se lim f(z) = L; e li_r>n f(z) = Lo, entdo L1 = Ls.
r—a

Tr—a

demonstracao: Tome € > 0 qualquer. Temos que

e Como li_1>n f(z)=L; = 361 > 0 tal que se 0 < |z — a| < 01, entao |f(x) — 1] <
r—a

N DN M

e Como lim f(z) = Ly = Jd2 > 0 tal que se 0 < |x — a| < d2, entdo |f(z) — La| <

T—a
Assim se tomarmos 0 = min {d1,d2} > 0, tem-se que para cada x € Dom(f)

€ €
sto=¢

e se0 < |r—al <0, entdo |Li—Lay| = |L1—f(x)+f(x)—La| <|f(x)—Li|+|f(x)—La| < 575 =
|

Logo, L1 = Lo.

. Limites laterais

Definicao 2 (Limite & direita). Dizemos que o limite de f(x) quando = tende a a pela direita é igual
a L, isto é,
lim f(z) =L,
z—at
se para todo intervalo da forma (L — ¢, L + ), existe um intervalo da forma (a,a + ) C Dom(f) tal
que
z € (a,a+9d)= f(zr) e (L—e,L+e).

Em outras palavras, lim+ (z) = L, se para todo € > 0, existe um 6 > 0 tal que se x € Dom(f) e
T—a

a<zr<a+d=|f(x)—L|<e.

Defini¢ao 3 (Limite & esquerda). Dizemos que o limite de f(z) quando z tende a a pela esquerda
é igual a L, isto é,
lim f(z)=1L,
r—a
se para todo intervalo da forma (L — e, L + ¢), existe um intervalo da forma (a — 6,a) C Dom/(f) tal
que
z € (a—9d,a)= f(zr)e (L—¢,L+e¢).

Em outras palavras, lim f(z) = L, se para todo € > 0, existe um ¢ > 0 tal que x € Dom(f) e
Tr—a~

a—d<z<a=|f(x)—L|<e.
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Teorema 2. Temos que 3 lim f(z), 3 lim f(z) e lim f(zx) = lim f(z) = L, se e somente se,
z—at z—a~ z—at T—a~

Elli_r)n f(x)=1L e 36 >0 tal que (a —6,a)U (a,a+ ) C Dom(f).
demonstracao:
(=) Se 3 li_r)n f(z) = L, entao Ve > 0, 30 > 0 tal que se

z € (a—9d,a)U(a,a+6) C Dom(f) = f(z) € (L —¢,L+¢).

Logo, Ve > 0, 39 > 0 tal que

-z € (a—4da) CDom(f)= f(x) € (L—¢,L+e)= lim f(z)=1L
—z € (a,a+0) C Dom(f)= f(z) e (L—¢,L+¢)= lim+ () =L

(<) Se 3 lim f(z) = lim f(z)= L entao para todo € > 0 existem d; > 0 e Jy > 0 tais que

z—at z—a~
-z €(a,a+ ) C Dom(f)= f(x) e (L—¢,L+¢)
— x € (a—0d2,a) C Dom(f) = f(x) € (L—e,L+¢)
Assim, tomando 6 = min {01,0d2} > 0, temos que se x € (a — d,a) U (a,a + ) C Dom(f), entao
f(z) € (L —¢,L+¢). Portanto, ilg(ll f(x)=L.

Observagao 2. Nem sempre os limites laterais existem e nem sempre quando os limites laterais
ezxistem eles coincidem.

Lo

,,,,,,,,,,,, ‘ lim f(z) = L2

z—at

/ Ly # Lo
3 >

I

Observagao 3.
(a) Se lim f(z)# lim f(x), entdo P lim f(x).
T—a~ z—at T—a
(b) Sed lim f(x) ou P lim+ f(z) e Dom(f) contém uma vizinhanga da forma (a—90,a)U(a,a+9),
T—a T—a

entdo P lim f(x).
r—a
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Exemplo 4. Seja f uma funcdo cujo o grdfico estd esbocado a sequir. Calcule, caso existam, os
limites e verifique a continuidade mos pontos indicados.

A

VARVA ’
/_:l‘
9+
. f(1) = i f(x) i, 7(2) tim f(2)
E a continuidade em x=17¢
° f(3)= Jim f(x) Jim f(z) lim f(z)
FE a continuidade em z=37
. f(4) = i f(2) i, 7(2) tim f(2)
E a continuidade em x=47¢
o f(6)= Jim f(x) Jim f(z) lim f(z)

FE a continuidade em =67
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. . X
Exemplo 5. Calcule, caso exista, o lim u
z—=0 T

Exercicio 2. Calcule, caso exista, o HH(I) |z].
T—

3. Limite de algumas fungoes basicas

Funcao constante: Seja f(x) = K, onde K € R é constante.

v lim K = K = f(a), Ya € R.

Tr—a

Funcao linear: Seja f(x) = x.

v limz =a = f(a), Va € R.

Tr—a

o

&

47



Funcao raiz quadrada: Seja f(z) = /x.

s

lim V& = Va = f(a). ¥a € 0,+00).

Funcao raiz n-ésima: Seja f(z) = {/z onde n =2,3,4,....

Funcao modular: Seja f(z) = |z|.

y

10

lim Yz = {/a = f(a),Va €

=T Dom/({/x).

48
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Universidade do Estado do Rio de Janeiro

Calculo I e Céalculo Diferencial e Integral I - Professora: Mariana G. Villapouca

Limite e continuidade

Aula 12 - Propriedades do limite

4. Propriedades do limite

Sejam f, g duas fungoes tais que existem os limite lim f(z) = L; e lim g(x) = Ly e K € R uma constante,
Tr—a Tr—a

entao:

1. lim K - f(z) = K lim f(z) =K - I

r—a T—ra

2. lim(f(x) +g(x)) = :}g}% f(z)+ lim g(x) = L1 + Lo

r—a r—a

3. lim(f(z) - g(x)) = lim f(2) - lim g(x) = L; Ly

r—a r—ra

() - B 4

4. lim

Tr—a

lim g(z) Lo

5. lim[f(x)]" = [lim f(x)]" = (L1)" para todo n € N*.

r—a T—a
6. lim V/f(z) = n/li_r)n f(z) = 3/ Ly para todo n € N* e se L1 € Dom({/x).
r—a r—a

7. lim In(f(x)) = ln(:ll_I)I(ll f(z)) =In(Ly) se L1 € Dom(In(z)).

Tr—a

8. lim |f(x)| = |Li|

demonstrac¢ao:

1. Dado € > 0 existe um d; > 0 tal que se x € (a — d1,a) U (a,a + 01) entdo
5
[f(@) = L] < 77
K]
Assim, se z € (a — d1,a) U (a,a + 1) entao
€

’K'f(x)—K'Ll\=!K\'!f($)—L1!<\Ky-|K‘ =

E.

2. Dado € > 0,
e existe 0; > 0 tal que se z € (a — d1,a) U (a,a+ 1) = |f(x) — L1| <

e cxiste d2 > 0 tal que se z € (a — d2,a) U (a,a + 92) = |f(x) — La| <

[N R RON RO

Tomando § = min {01,02} > 0, tem-se que se z € (a — d,a) U (a,a + d) entdo
£

B g.

[(f (@) +9(x)) = (L1 + Lo)| < [f(2) = La| + |f(z) — Lef < g+
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1
3. Dad06:E>O<TL€N*)

1
e existe 0; > 0 tal que se z € (a — d1,a) U (a,a+ 1) = |f(x) — [1] < —
n
1
e existe d2 > 0 tal que se z € (a — d2,a) U (a,a + d2) = |f(x) — La] < —
n
Tome § = min {01,02} > 0. Assim, se x € (a — §,a) U (a,a + §) entdo

() - g(x) = L - Lo

Il
=
8

NN
—~ SA/-\
~ \E:g/\_/\_/
SERS

—_

/AN
— N
| —
+
S
\
+
=
>
S|

N
|
_|_
S
\
_|_
=
»

pois x € (a —d,a) U (a,a+96) = |f(z) — Li| < % = |f(z)| < %—F |L1].
Portanito, lim (f(z) - g(@) — L1 - Lo) = 0 =lim (f(z) - (@) = L1 - La.

4. Dadoe >0

e existe 6; > 0 tal que se z € (a — 61,a) U (a,a+ 1) = |f(x) — Li| <e

e existe 02 > 0 tal que se z € (a — d2,a) U (a,a+ 92) = |f(x) — La| < ¢
L2
e existe d3 > 0 tal que se = € (a — d3,a) U (a,a + d3) = |L3] — |g(z) - La| < |g(x)La — L3| < 72
1 L3
Dai, tem-se que ———— < 72 para todo = € (a — d3,a) U (a,a + d3).

|9(z) La|
Tome 0 = min {1, 02,03} > 0. Assim, se x € (a — d,a) U (a,a + J) entdo

f(z)  Li| _ |Laof(z) — Lig(z)
9(x) Lo

g(z) Lo
(£ 1) gy 1) D

e g(z)  La

I
o

= [Laf(z) — Lag(x)]-

L3,
<|Laf(z) — Lig(z)] - 5}

N
|9(x) L2

Portanto, lim
Tr—a

Os itens (e), (f), (g) e (h) sdo consequéncias da continuidade das fungoes x", {/x,In(x) e |z| junto com a
propriedade da composta que veremos posteriormente. |

Observacao 4. Todas as propriedades listadas acima também sdo vdlidas para lim e lim fazendo as
z—at  z—a~

alteracoes necessdrias.
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3 _ 4 5 _ 6
Exemplo 6. Calcule, caso exista, o limite lim (2 (@ )
r——1 ln(wQ + 1)

Exemplo 7. Calcule, caso exista, o limite lirn2 vz + 1]
z——

Exercicio 3. Prove, usando as propriedades acima, que para todo a € R, temos que li_r)n P(z) = P(a),
xX a

onde P(z) = apz™ + ap_12" "t + -+ ayx + ag € um polinémio de grau n qualquer.

Observagao 5. Se y = g(z) e lim g(z) = b, entdo

lim (f o g)(z) = lim f(g(z)) = lim f).

Teorema 3 (do Confronto). Sejam f,g e h trés fungoes tais
f(x) < g(z) < h(z)
para todo x € (a — 0,a) U (a+0) C (Dom(f) N Dom(g) N Dom(h)). Se
lim /() = lim h(z) = L
entao

lim g(z) = L.

r—a

/ \ https://www.desmos.com/calculator/oesft3qxqgb
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https://www.desmos.com/calculator/oesft3qxq5

demonstracao: Dado € > 0 temos que

e J6; > 0tal quese x € (a — d1,a)U (a,a+01) = f(z) € (L —¢,L+¢)

e Jd3 >0 tal que se x € (a — d1,a) U (a,a+01) = h(zx) € (L—¢e,L +¢)
Assim, tomando §y = min {d1, 2,0} obtemos que
e sex € (a—dp,a)U(a,a+d) =L—c< f(zr)<glx)<h(z)<L+e
Portanto, lim g(z) = L. [ ]
r—a
Corolario 1 (Teorema do anulamento). Sejam f e g fungoes. Se

1. lim f(z) =0

Tr—a

2. —M < g(x) < M para todo x € (a — d,a) U (a,a+ ) C Dom(f)

entao, lim f(z) - g(x) =0.

T—ra

—0:1

==
OV Tl

\O \/ \fﬂEVAUAVAVAVA"AWF_WA"AVAVAVAVAV)-V \/ \;

02—

https://www.desmos.com/calculator/kusgbcd3ew

demonstmgdag Dado € > 0 existe um ¢; > 0 tal que se x € (a — d1,a) U (a,a + d1) entao |f(x)| =
£() —0l < =
Tome dy = min {61,d}. Dai, se z € (a — d2,a) U (a,a + d2) entao

(@) 9(@)] = |f@)] - lg(a)| < 57 - M = e

Portanto, lim f(x) - g(x) = 0. [ |

Tr—a
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Exemplo 8. Calule, caso exista, lim 22 - sen <>
z—0 T

1
Pergunta: Existe lim sen <> ?
x

z—0

. 1 .
Exercicio 4. Use um recurso computacional para desenhar o grdfico de x? - sen ( para verificar o
x

resultado encontrado no exemplo anterior.

Exercicio 5. Se |f(z)| < 2% para todo x € Dom(f), verifique que liII(l) f(z)=0.
Tr—r

1, sexzeQ
-1, se ¢Q

Exercicio 6. Calcule, caso exista, o limite lin%) 2% - g(z) onde g(z) = {
Tr—r

Pergunta: Existe lim g(z)?
z—0
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Calculo I e Céalculo Diferencial e Integral I - Professora: Mariana G. Villapouca

Limite e continuidade

Aula 13 - Teorema da Simplificagao

4. Propriedades do limite (continuagao)

Teorema 4 (da ”Simplificacao”). Sejam f e g duas fungées tais que f(x) = g(x) para todo x € (a—4,a)U
(a,a+3d) C Dom(f) N Dom(g) para algum § > 0. Entao,

se 3lim g(z) = Elilgé f(z) e lim f(x) = lim g(z).

T—a r—a T—a

demonstragcdo: Tome e > qualquer. Como lim g(z) = L entao 36; > 0 tal que se x € (a—d1,a)U(a,a+01)
T—ra
entdo |g(x) — L| < e. Tomando d = min {d,01} > 0, obtemos que se x € (a — d2,a) U (a,a + d2) entdo

o f(x)=yg(z)
o |g(x)—L|<e
Logo, |f(x) — L| = |g(z) — L| < e se z € (a — d2,a) U (a,a + d2).

Portanto, lim f(z) = lim g(x) = L. [ ]
r—a

T—ra

Exemplos usando o Teorema da Simplificagao: Em cada item determine o dominio da funcao, se
possivel calcule o limite indicado e analise a continuidade da fungdo em tal ponto.

—N2(p — 1—
| lim ® =2 @) 5 fig Lo V2
2 (CC—Q)(Q?-}-B) o1 2 —1
2. lim —

Jr—1-1
6. lim ———
|z — 3] =2 T — /2

oo =222 —x 42 o V2-2x-2
4. lim 7. lim —a=
=1 w3+ a2 —r—1 =1 1+ Yo

(separar umas 3 folhas para a resolucao dos exemplos)
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Universidade do Estado do Rio de Janeiro

Calculo I e Céalculo Diferencial e Integral I - Professora: Mariana G. Villapouca

Limite e continuidade

Aula 14 - Continuidade
5. Continuidade

Definigao 4. Sejam f uma fungdo e a um ponto no dominio de f. Dizemos que

f € continua em um ponto a < lim f(z) = f(a)
Tr—a

Se f nao é continua em um ponto a, dizemos que f é descontinua em a. Um ponto de descontinuidade
a é removivel se Ilim f(x) # f(a). Dizemos que uma fungao f é continua se ela é continua em todos os
Tr—a

pontos do seu dominio e é continua em um intervalo I se ela é continua em cada ponto deste intervalo I.

r—a

g lm (2) = f(a) Nio existe Tim /(2)

f é descontinua em a

f é continua em a

\/

of---

I

Nao existe f(a)

lim f(z) = L # f(a)

f é descontinua em a f é descontinua em a

Propriedades: Sejam f e g duas fungdes continuas em um ponto a € Dom(f) N Dom(g) e K uma
constante, entao:

1. K- f é continua em a, 3. f-g é continua em a,

foo
2. f+ g é continua em a, 4. g é continua em a se g(a) # 0.

demonstragdo: Exercicio!
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Na secao 3 da aula 11 vimos que:

A funcéo constante é continua em R.

A funcao linear é continua em R.

A fungao raiz quadrada é continua em [0, +00).

A funcao raiz n-ésima é continua em seu dominio.
e A funcéo modular é continua em R.

e A funcao polinomial é continua em R.

Observagao 6. As funcoes exponencial, logaritmica e as trigonométricas sao continuas em seus dominios.
Exemplos:

1. Se |f(x)| < 22 para todo = € R, entdo f é continua em x = 07.

1 2, 2
2. A funcio f(z) = 22 - sen <> é continua em z = 07 E a funcéo f(z) = wsen (:c) , sez#0 ?
t 0, sex # 0

1, sexeQ
_17 se %@

é continua em = = 07

3. A funcdo 2? - g(x) onde g(z) = {
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2]

4. Quais sao os pontos onde f(x) = — é continua em x=07
x

Jr—1—-1

5. A descontinuidade z = 2 da fungao g(z) = é removivel?

“ Vi

6. Seja
z2, se x| <1
f(z) = { 2 1

1—2x% se|z[>1

Quais sao os pontos que f é continua? Existem pontos de descontinuidade? Caso existam, esses
pontos sao removiveis?

o7



7. Seja
vV—r—1, se < —1
f(z) =< az+b, se —1<z<0
|z2 — 1|, se x>0

Qual é o dominio? Existem valores reais a e b tais que a funcao f seja continua em seu dominio? Em
caso afirmativo, determine esses valores usando os limites laterais.

Teorema 5 (limite da composta). Sejam f e g duas fungdes tais que li_r}n f(x) =be g é continua no ponto
X a
b. Entao:

lim (g0 f)(@) = g (lim f(x)).

Em particular, se no teorema acima tivermos b = f(a), isto é, se f é continua em a teremos o seguinte:

Teorema 6 (Continuidade da composta). Sejam f e g duas fungoes. Se g é continua em a e f é continua
em g(a), entao f o g é continua em a. Isto é, se lim g(z) = g(a) e lim f(x) = f(g(a)), entao
r—a r—a

lim (f o g)(x) = (f o g)(a).

r—a

sen?(x?) + In(x? + 1)
x? - arctg(x) ’

Exemplo 9. Determine o conjuntos dos pontos onde f(x) =
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Exercicio 7. Analise a continuidade das fungoes trigonométricas sabendo que as funcdes seno e cosseno

s$ao continuas em seus dominios.

Exercicio 8. Verifique a continuidade das fungoes In(x), arcsen(x), arccos(x) e arctg(x) usando o fato

das funcées e, sen(x), cos(x) e tg(x) serem continuas em seus dominios.
g

Definicao 5. Seja f : [a,b] — R, diremos que f é continua em [a,b] se:

1. f € continua em (a,b)

2. 3lim f(x) = f(a)

z—at

3. 3 lim f(x)= f(b)
z—b~
Teorema 7 (de Bolzano). Se continua em [a,b], f(a) e f(b) tem sinais contrdrios, entdo existe pelo

é
menos um c € (a,b) tal que f(c) =0.

\J

/
f(b)
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demonstragao:

Casol: f(a) <0e f(b) >0

f(ao) >0 f(bo) >0

apg = a '
0 Co b():b

ponto médio de [aq, bg]

f(Co) >0 ou f(Co) <0
ap =a ‘Cl Co Co él bo=10
|| ponto médio de [aq, by] H || ponto médio de [ay, by] ||
ay by a by
fla1) <0 f(b1) >0 fla1) <0 f(b1) 20
fle1) >0 ou fle1) <0
aj Co C1 C1 C; b1
|| ponto médio de [ag, by] ” || ”
as by as PO médio de [ag, ba] by
flaz) <0 F(b2) 20 flaz) <0 fb2) =0

Assim, temos que [ag, bo] D [a1,b1] D [ag,b2] D -+ [an,by] D -+ onde f(a;) <0e f(b;) >0, Vi € N. Logo,
“+o0o

pelo Teorema do intervalos encaixantes, existe ¢ € ﬂ [ai, b;], isto é, existe um ¢ tal que a, < ¢ < by, Vn € N.
i=0

Por um lado, temos, pela construcao dos intervalos, que

1 11 1 1
’bn — an\ = Q‘bn_l — an_1| = 55’[)”_2 — an_2] == 27’[)0 — a0| = 27|b — a| —0
quando n — +oo. Portanto, lim a, = lim b, e, pelo Teorema do confronto, temos também que
n—-+o0o n——+00
lim a, = lim b, =c.
n—+00 n——+00
Por outro, pela continuidade de f tem-se que lim f(a,)= lim f(b,) = f(c), logo devemos ter que
n—-+o0o n—-+oo
f(c) <0e f(c) =0, portanto f(c) = 0.
O caso 2 onde f(a) >0 e f(b) <0 é andlogo. [ |

60



Teorema 8 (do Valor Intermediario). Se uma fun¢ao f : [a,b] — R € continua em [a,b] e se d € um valor
entre f(a) e f(b), entao existe um c € [a,b] tal que f(c) = d.

y

demonstragdo: Caso 1: f(a) < d < f(b).

Como g(z) = f(z) —d é continua em [a,b], g(a) = f(a) —d < 0 e g(b) = f(b) —d > 0, temos, pelo Teorema
de Bolzano, existe ¢ € (a,b) tal que g(c) =0, isto é, g(¢) = f(c) —d=0= f(c) =d.

Caso 2: f(a) > d > f(b) é andlogo ao caso 1. [ ]

Observagao 7. Uma aplicagdo é a garantia da existéncia de raizes de algumas equagoes.

Exemplo 10. Prove, usando o T.V.I ou o Teorema de Bolzano, que existe pelo menos 1 raiz de x> —3x+1
em (0,1).

Exercicio 9. Prove que x® — 4x + 2 possui 8 raizes reais distintas.
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Exercicio 10. Mostre que a funcio f(z) =1— 222 — arctg(z) atinge o valor § no intervalo [0, 1].

2?2 +1, se |z| <2
—’.1‘|, se ’$| =2
contradiz o Teorema de Bolzano, pois f(1) = 2 > 0 e f(3) = =3 < 0, mas pelo grdfico vemos que
f(z) #0,Vx € R.

Exercicio 11. Diga se a afirmacao a sequir é verdadeira ou falsa. A funcao f(x) = {

Teorema 9 (de Weierstrass ou Teorema do Valor extremo). Se f é continua em [a,b], entdo existem
x1, T2 € [a,b] tais que
f(x1) < f(2) < f(22), V2 € [a, b].

demonstracao:

Como f é continua em [a, b] (intervalo fechado e limitado), entao f ¢ limitada em [a, b]. Sejam

o M =sup{f(z) | = €la,bl}
e m=inf{f(x) | z € [a,b]}

Logo, m < f(z) < M,Vz € [a, b]

Afirmagao: Existe xo € [a,b] tal que f(x2) = M.
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Suponha, por absurdo, que f(z) < M,Vz € [a,b], entao a fungao g(zx) é continua em [a, b].

1
~ M- @)
Dai, temos que g ¢ limitada em [a, b], logo existe um S > 0 tal que

1
0< m < B,Vz € la, b]

1
dai f(x) < M — 3 < M = sup{f(x) | « € [a,b]},Vx € [a,b], contrariando o fato de M ser supremo de
f(x) em [a, b].

Portanto existe z2 € [a, b] tal que f(x2) = M.

Afirmacao: Existe x; € [a,b] tal que f(z1) = m é analoga.
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Limite e continuidade

Aula 15 - Limite infinito e no infinito
6.Limite infinito

Defini¢ao 6 (Limite infinito). Dizemos que o limite de f(z) quando x tende a a é igual a +o00, isto é,

lim f(z) = 400,

T—ra

se para todo nimero positivo M, existe um intervalo da forma (a — d,a) U (a,a + ) C Dom(f) tal que

x € (a—9d,a)U(a,a+6) = f(x) > M.

E dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a é igual a —oo, isto é,

se para todo nimero negativo N, existe um intervalo da forma (a — d,a) U (a,a + 0) C Dom(f) tal que

x € (a—9d,a)U(a,a+ )= f(x) < N.

Observacgao 8. De maneira semelhante definimos

lim f(x) =+o0, e lim f(z) = +oo,

z—at T—a—

mudando o intervalo para (a,a + 9) e (a — 0,a), respectivamente, na defini¢gao anterior.

Observagao 9 (Atengao!!!). O limite de f(x) quando x — a ou a™ ou a™’ serigual a +oo ou —oo significa
que o limite nao existe!

Propriedades:

1. Se lim f(z) = L € R— {0} e lim g(z) = 0, entao:
T—a T—a

e lim f@) = +o00 se existe um § > 0 tal que /() > 0,Vz € (a — d,a) U (a,a+ ) C Dom(f) N
v=a g(x) g(x)
Dom(g),
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e lim f@) = —o0 se existe um § > 0 tal que /() < 0,Vz € (a —d,a) U (a,a+d) C Dom(f) N
a=a g() g(x)
Dom(g)

2. Se lim f(z) = L € R, lim g(x) = 400 ou —o0 e lim h(z) = 400 ou —co , entao:
— r—a T—a

o ;gr}l[f@)—l-g(x)] =L+o00=2400

e Se lim g(z) = +o00, entao
Tr—a

0, L>0
lim[f(z)-g(x)] =L (+00) =4 —o0, L<0
oa indeterminado, L =

e Se lim g(z) = —oo, entdo
T—ra

—00, L>0

lim(f(2) - g(x)] = L - (~o0) = § -+oc, L<0

indeterminado, L =
e Se ;I_Ig g(x) =400 e :[ljl_rg h(z) = 400

— lim[g(x) + h(z)] = (+00) + (+00) = +00

~ Timlg(e) - h(a)] = (+00) - (+00) = +0

e Se ;grilg(x) =—00e ;1_1% h(z) = —o0
~ limng(x) + h(@)] = (<o) + (~o0) = —o¢
~ Tmlg(a) - hla)] = (~50) - (~50) = +0

e Se %1_1()% g(x) = —c e %1_1% h(z) = 400

— lim[g(x) - h(x)] = (~00) - (+00) = ~o0

~ - . . ) . oo 0
Observacgao 10. | Atencdo!!!! Cuidado com as indeterminacées: —, —, 00 — 00,00 - 0,0°,1%° e oo | es-
E— 00

0

sas expressoes nada dizem sobre o limite!!!!

Vamos analisar alguns exemplos de tais indeterminagoes:

o0 1 1
e | Caso Sejam f(x) = g(x) o h(x) = ote que

lim f(z) = lim g(z) = lim h(z) =

z—0t z—0t z—0t

o )
x—07F g(a:)

flz) _

z—07F (:E) N
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o | Caso — |: Sejam f(x) = h(z) =z —1—1 e g(z) = /x — V2. Note que

lim f(z) = lim g(z) = lim h(x) =

T—2 r—2 T—2

flx) _

im =
2 g(x)

1 1
. : Sejam f(z) = h(z) = — + 1 e g(x) = —. Note que
x x

lim f(z) = lim g(x) = lim h(z) =
z—0 z—0 z—0

— lim f(x) — h(z) =

z—0
. : Sejam f(z) = l, g(x) =z - sen <1> e h(z) = In(z). Note que
x x

lim f(z) =+oc0 e lim g(x) =0

z—0t z—0t

lim f(z)=0e lim h(x)=+o0

T—+400 T—-+00

z—0t
-l f(@)- ha) =

Os demais casos serdo avaliados quando tivermos feito a Regra de L’Héspital.

7. Limite no infinito

Definigao 7. Dizemos que o limite de f(z) quando x tende a 400 é igual a L, isto é,



se para todo intervalo da forma (L — ¢, L + ), existe um nimero positivo M tal que

x> M,x € Dom(f) = f(x) € (L—¢,L+¢).

E dizemos que o limite de f(x) quando = tende a —oo é igual a L, isto é,

lim f(z) =L,

rT——00

se para todo intervalo da forma (L — ¢, L + ), existe um nimero negativo N tal que

x < N,z € Dom(f)= f(z) € (L—¢,L+e¢).

Propriedades:

K
1. lim —=0,neN"e K eR-{0}

r—+oo ™

K
2. Se KeR—{0} e lim f(x)=+4oo,entdo lim —— =0

r—+o00 r—Fo0 f (x)

3. Se existem xkrﬁw f(x)e xgrirlmg(x) e K € R, entao

ol (K@) +9@) = K lim fo)+ T g(z)

T

o tim 1) 9 = in_ @) (1m o)

r—+o00 r—+o0 r—*+00

e lim = — se lim g(z) #0.
z—+oo g(x) Erﬂ? g(x) z—+00

Exemplos de limite infinito e no infinito: Em cada item determine o dominio da funcao e, se possivel,
calcule o limite indicado:

1. Seja f(x) = % Temos que Dom(f) =

¥




2. Seja f(z) = % Temos que Dom(f) =

b |

1

3. Seja f(z) = 5 Temos que Dom(f) =

5 . 1

e lim =
z—+oo x — 2

. 1
e lim
r——00 T — 2

y

x . 1
e lim =
z—2+ . — 2

e lim =
r—2- L —
4. Seja f(z) = 2% — 1 {1 Temos que Dom(f) =
. Sej x_Z—x_2—m . Temos que Dom =
2 e lim +1
z—>+o00 2 —
e lim +1
T—=—00 2 — T
» e lim +1=
=2+ 2 —x
. 1
o lim +1
r—2~ — X
1
5. Exercicio: lim vz + 8 + —
x—0 xT
.. . 1
6. Exercicio: lim ——
z—=0 T
7. Seja f(x) = tg(x). Temos que Dom(f) =
»? ' e lim tg(z)
=TT

2

e lim tg(z)

=3
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8. Seja f(x) = x. Temos que Dom(f) =

5 .
y e lim z=
T—r—+00

o lim z=
Tr—r—0o0

9. lim 2z —z) =

T—>+00

10. lim — =

r—+oco I

11. lim (—22° +4z —3) =

T—r+00

12. lim (—22° +42 —3) =

T—r—00

13. Seja a, diferente de O.

lim (apz" + ap_ 12" 14+ a12 + ag)
r—+o00
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o 34222 —3x 44
14. lim
z—400 o —2x+1

3 2
2x° — 4
15. Exercicio: lim vt 32 +

T——00 2 -2z +1

5
L. . x° — 2z + 1
16. Exercicio: zgriloo 231222 _3r+4

4
-2 1
17. Exercicio: lim 1:37%4_
T——00 x° +4

43 — 2
18, lim —
z——00 1 — 21

3 _
19. Exercicio: lim 4o 2
z—+o00 1 — 2%

4 _ 2
20. lim M
z—4o00 5+ hx?
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21. Sejam a,, e b, diferentes de 0.
anT™ + ap_12"t+ - 4 a1 + ag
im
=400 by ™ + byy_12™ L + oo+ b + by

3
29, fim 122
z——00 3 — g3

. w3 =2
23. Exercicio: lim T 3
T—>—00 3 — I

4 o 2
24. Exercicio: lim w
t5Foo 54 5z2
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25. lim ———
T——00 /12 +4

, e . T
26. Exercicio: lim ——
z—+o00 /g2 + 4

27. lim (\/43:2 — 30— 4z? + 8)

T—>+00

8. Assintotas verticais e horizontais

Definicao 8 (Assintota vertical). Uma reta x = a € uma assintota vertical do grifico de uma funcao f
se

lim f(x) =400 ¢/ ou lim f(z)= +oo.

z—a™t T—a~
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Definicao 9 (Assintota horizontal). Uma reta y = L é uma assintota horizontal do grifico de uma
funcdo f se

lim f(z)=1L e/ ou xgrfloof(x) =L

r—r—+00

Exemplos de assintotas verticais e horizontais: Em cada item determine, caso existam, as assintotas
e/ou horizontais:

1. Seja f(x) = é Temos que Dom(f) =

| e Assintotas verticais: e Assintotas horizontais:

2
¢ —4
2. Sej = . Temos que D =
ja /() P+ 622+ 120 +8 oA om(f)
o Assintotas verticais: e Assintotas horizontais:

x
3. E icio: Sej =
xercicio: Seja f(x) 2
3-3
4. Exercicio: Seja f(z) = VY2
xd — 2z

5. Exercicio: Seja f(z) = tg(x).
6. Exercicio: Seja f(z) = arctg(x).

7. Exercicio: Seja f(x) = tgh(x).
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Aula 16 - Limites fundamentais
9.Limites Fundamentais

sen(x) _1q

Primeiro limite fundamental: | lim
x—0 x

Para uma demonstragao acesse: https://youtu.be/Ve99biD1KtA.

Exemplos usando o primeiro limite fundamental: Calcule os seguintes limites:

1 _
1. fim = C0s(@) _
x—0 x
1 _
2. lim 70025(96) -
x—0 x
¢
3. 1im 9®) _
x—0 X
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4 Tim 2702) _
x—0 X

2
—1
5 qig ST 1)

x—1 x—1

sen(z? — 1)

6. Exercicio: lim

a—1t 1 — cos(vVa? — 1) B

sen(3z) - (1 — cos(Tz)) - tg?(x)

x—0 .CC5

Segundo limite fundamental:

lim
r—+o0

()

e
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A demonstracao pode ser vista no livro GUIDORIZZI, H., Um Curso de Célculo, Vol. I, Livros Técnicos
e Cientificos Editora! E é uma da maneiras de se definir o nimero neperiano e.

Exemplos usando o segundo limite fundamental: Calcule os seguintes limites:

1. lim (1 +2)7 =

x—0

r—Fo0

b x
2. Seja b € R constante. lim <1 + ) =

4. Exercicio: Se 2¢ +2¢"1 =192 e lim <1 + g)% = L. Determine In(L).

r——+00 x

T
-1
Terceiro limite fundamental: Se a € R, a > 0 e a # 1, entao lin% ¢ =In(a)
r— xT
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Vejamos que o terceiro limite fundamental é uma consequéncia do segundo limite fundamental. Se fizermos

1
a mudanca de variavel ¢ = a® — 1, teremos que x = M e
In(a)
oat—1 . t . In(a)-t ) )
1 =lm——— = — = dim ———— =1 Adim ———— =
R 1530 In(t+1) 150 In(t+1) n(a) 1530 1-in(t+1) n(a) 1550 In(t + 1)%
In(a)
1 1
= In(a) - =In(a) - —— = In(a)
in (lim(1+0)7) In(e)
t—0

Exemplos usando o terceiro limite fundamental: Calcule os seguintes limites:

.oat—=b"
1. lim
x—0 xT
et —e™%
2. lim
xz—0 x

2T _ 5T
3. Exercicio: lim
x—0 sen(2z) — sen(x)

3z+2 -9
4. Exercicio: lim ——
z—0 et —1

"



