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Derivada
Aula 17 - Definigcao da derivada

Taxa de variagao: Sejam f: I > Rexg € [.

Ar =x — x9

Af(x) = f(z) = f(x0) = f(x0 + Ax) — f(x0)

|
|
|
|
f(@o) |- - - )&:;4‘ tg(0) = %(;) = coeficiente angular da reta r,,

\J

Af(z)
Ax

e Coeficiente angular da reta tangente: Quando x — z9 = (z, f(x)) — (20, f(z0)) =
coeficiente angular de r, tende ao coeficiente angular de r,,, isto ¢,

e Taxa de variagao média:

o coeficiente angular de r;, = lim M = lim flwo + Az) = f(wo) = lim i(x)
T—T0 T — X Ax—0 Az Az—0 Az

Equacao da reta tangente 74, :y — f(xo) = (coef. ang. de ry,) - (z — o) ‘

e Velocidade média e instantanea: Seja s(t) a funcao posi¢do de uma particula no instante ¢.

distancia _ s(to + At) — s(to)

velocidade média =
tempo At

Observe que se At for bem pequeno a velocidade média se aproxima da velocidade no instante
to, isto é,

At) —
velocidade em ty = lim s(to + At) — 5(to)
At—0 At

Derivada de uma funcgao

Definigao 1. Sejam f uma fun¢ao e xg € Dom(f). Definimos a derivada de f em xy como sendo

, . f(z) = f(zo) . Af(x)
flwo) = lim =——"— = Jm —r, = im

f(zo+h) — f(z0)
h

quando o limite acima existe e € finito.

Se f admite derivada em xq, entao dizemos que f € derivdvel ou diferencidvel em xg. Dizemos apenas
que f € derivdvel ou diferencidvel quando admite derivada em todos os pontos do seu dominio.
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Observagao 1. Como f'(xg) (quando existe) é o coeficiente angular da reta tangente ao grdfico de
f no ponto (xo, f(xg)), entdo a equagao de tal reta serd

|y — f(@0) = f'(wo)(z — o)

Definicao 2 (Derivada nos extremos do intervalo). Seja uma fungao f : [a,b] — R derivdvel, entao

. fila) = fila) = tim TE =L@ Flath) = flo)

z—at r—a h—0Tt h
v e F@— I _  fb+ )~ )
o fi(b) = f(0) = zl—ur x—b hl—>0+ h

Observagao 2 (Outras notagoes).

o /@)= L @)= Du(s0)
o Sey= (), fiz) = 2

Observagao 3. Geometricamente, os pontos de diferenciabilidade de uma funcdo f sao aqueles onde
a curva y = f(x) tem uma reta tangente, e os pontos de nao-diferenciabilidade sio aqueles onde a
curva nao tem reta tangente. Intuitivamente, os pontos de ndo-diferenciabilidade mais comuns sdo:

Pico Pico

A A

]

Pontos de tangéncia vertical Pontos de descontinuidade

A A /

I

y
v

Teorema 1 (Relagao entre diferenciabilidade e continuidade). Se f € diferencidvel em xg, entdo f
€ continua em xg.
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demonstracao: Se f é diferencidvel em z(, entao existe

f(@o +h) — f(o)

f'{wo) = Jim, h
Assim,
i (o + 1)~ f(o)] = T [F(eo +B) — flao)] -+ = fim LEOFRIZIEOL ) gy g
Logo,

lim f(wo + h) = f(zo) & lim f(z) = f(o),

T—T0

isto é, f é continua em xy.

Observagao 4. ‘Nem toda func¢ao continua é diferencidvel!!/‘

Por exemplo, a fungdo f(x) = |x| € continua em x = 0, mas nao € diferencidvel em x = 0. (Verifique!)
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Derivada
Aula 18 - Derivada das fungoes basicas

Derivadas das fungoes basicas:

Funcao constante: Seja f(x) = K, onde K € R é constante.

1o xg € Dom(f) =
— K-K
5 T—T0 r — X0 T—xo0 T — X
lim =0.
T—=To T — X(
10 0 jO
Logo, ‘DI(K) =0,Yz e R|.
-10
Funcao linear: Seja f(x) = x.
e . xo € Dom(f) =
......... 5 F(a) = Tim f(x) — f(zo) — lim T -z
T—X0 Tr — X0 T—=To T — X
lim 1=1.
Tr—x0
10 5 L 5 10
x Logo, ‘Dx(ac) =1,Vx e R‘.
-10

Fungao modular: Seja f(z) = |z|.

e H-H Dom(f) =
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Iremos separar a demonstragao em 3 casos:

e 10 >0
e 13 <0
o 10=10
x
Logo, Dx(\x]):m,Vx;«éO.
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Funcgoes poténcia:

o f(z) =2

Logo, | Dy(2%) = 2z,Vz € R |.
o f(x)=a",neN

Logo, | Dy(z™) =n-z" 1|

Exercicio: Determine a equacdo da reta tangente ao grafico da f(z) = 22 no ponto
(1, £(1))-
1
e Seja f(z) = /x = z2.

3

Y Dom(f) =
o xo € (0, +00)
T Flag) = lim LB =S@) V= VT
T—T0 T — 20 T—rIQ T — X0
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Agora, iremos analisar quando xy = 0 (caso em que o ponto estd no extremo do dominio).

10— 1 T @) VEVO

z—0 x—0 x—0 x

xg € Dom(f) — {0}.

Logo, | Dy(¥/x) = Dy(zn) = — - zn !V # 0.
n
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Pergunta: O que acontece quando zg = 07

1
o Seja f(z) = Pl x ", neN

xo € Dom(f) =R — {0}.

Logo, | Dy(z™™) = —n -z "LV # 0|

2 . —
Exercicio: Seja f(x) = osen <;p>’ se z 70 . Calcule, caso exista, f'(0) e se possivel
0, se =0
encontre a equagao da reta tangente ao grafico de f em (0, f(0)).
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z2+1, se x<0
x, se x>0
equagao da reta tangente ao grafico de f em (0, f(0)).

Exercicio: Seja f(x) = { . Calcule, caso exista, f’(0) e se possivel encontre a

Derivada das funcgoes logaritmo e exponencial

1. Sejam f(x) =€e* e xg € Dom(f) =

ro+h _ _xo h _ 1

f'(z0) = lim T —lime™. S
h—0

h h—0 h

0.1 =e".

=€

Exercicio: Determine a equagao da reta tangente a f no ponto (0, f(0)).
2. Sejam f(z) = In(x) e o € Dom(f) =

1
l h)—1 1 h h\ "
f'(z0) = lim n(zo+h) = In(zo) = lim —-In <x0 i ) = lim In <x0 i ) =
h—0
1

h—0 h h—0 h o

0
h\* b\ —\| 1
:limln<1+) :ln<lim<1—l—> )zln elo | = —
h—0 oty h—0 ity Z

1
Logo, | D, (In(x)) = —|
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Derivada das funcoes seno e cosseno 1. Seja f(z) = sen(z) e xg € Dom(f) =

, .. sen(xzo + h) — sen(zg)
fao) = Jim, h -

Logo, ‘Dx(sem?) = cos(x) ‘
2. Seja f(x) = cos(x) e zg € Dom(f) =

cos(xg + h) — cos(xp)

f(o) = Jimg h N
Logo, ‘Dx(cos:):) = —sen(x) ‘

Propriedades da Derivada: Sejam f e g duas fungoes diferencidveis em zg e K € R uma constante.
L (f+9)(z0) = f'(z0) + ¢'(z0)
2. (K- f)(x0) = K - f'(z0)
3. | Regra do Produto: (f - g)'(z0) = f(x0) - ¢'(wo) + f'(w0) - g(wo) |
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4. | Regra do quociente: (g)’ (xo) = 9(xo) - F1(x0) = g (x0) - (o) se g(xo) #0

(9(z0))?
demonstracgao:
oo — tm UHO@ =) S+ o) - fen) - o)
1. T—T0 T — X0 T—x0 T — X
= i Ty 2000 = ) ')
9. (Kf)/(l‘o) — lim (Kf)(ib‘) - (Kf)(:EO) — lim Kf(x) —Kf(.%'g) — K. lim M — K.
T—>TQ T — X0 T—TQ T — X0 T—TQ T — X0
(o)
oo — i JO@ U0 o f@el) — fo)gla)
Y @) S Hengao) | f@lgla)  g(w)f(wo) + a(e) (@) = Sanlaao)
3 7 s@ ) — o)l + S o) lo() — glao)) o
T—T0 Tr — X0
@) = ) | g@)  gla)
= Jim g(e) - T+ Tim fwo) - T

= g(xo) - f'(w0) + f(x0) - ¢’ (20)

4. Primeiramente, usando a regra do produto, temos que

(2) o= (5 2) o=t (3) o)+ 1) -1

1 /
Agora, vamos calcular <> (x0):
g

1 1 g9(xo) — g(z)
(1)/(1: )= tim 20 e g 9@ glwo) oy 9@ —glw) 1 ¢(w)
O a5z @ — z—zo X — X z—x0 x — g g(x) - g(zo) (g(0))?
Portanto,
AN 1 ’ 1 g'(wo) | f'(o) _ g(xo) - f'(w0) — g'(x0) - f(0)
() om0 = a0 () o sy = =l (545 = (9(z0) 7

Derivada das outras fungoes trigonométricas

1. Dy(tg(x)) = sec*(x)
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2. Exercicio: D,(sec(x)) = sec(x) - tg(x)
3. Exercicio: D, (cossec(x)) = —cossec(x) - cotg(x)

4. Exercicio: D, (cotg(x)) = —cossec?(x)

Exemplo de derivada usando as propriedades: Calcule a derivada das seguintes fungoes:

1. f(2) = apa™ + ap_12" '+ - 4+ a1z + aop.
2. f(z) = 23/x — 2%|z| + €® - sen(z) + tg(z)
x3 + 622
3. = 4]
@) = 52+ ina)
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Derivada

Aula 19 - Derivadas laterais, regra da cadeia e derivadas de ordem superior

Derivadas laterais Para que uma funcao f seja diferencidvel em xg devemos ter que as derivadas laterais
abaixo existem e assumem o mesmo valor que serd o valor de f/(zg)

fi(xo) = lim @) = f(o) ' (z0) = lim f(@) = f(xo)

z—>zg T — o T—=T( T — X

Observagao 5.

e Note que se uma das derivadas laterais nao existir ou se as derivadas laterais assumem valores
distintos, temos que a funcao ndo serd diferencidvel no ponto onde isso acontece.

e Para calcular a derivada das funcdes que sdo definidas por partes devemos usar as derivadas
laterais.

Exemplos de derivada de fungoes definidas por partes:

<
1. Seja f(x) = { iﬁ”ﬁgg’c 22 i ; 8 . A funcao f é continua em x = 07 A funcgao f é diferenciavel

em x =07
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‘ v 1 se r <1
2. Selaf(x)_{1+ax+bx2, se x>1"
rencidvel em z = 17

Existem valores a e b de maneira que f seja dife-
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Regra da Cadeia (derivada de uma composigao de fungoes):

Sejam y = f(x) e z = g(t) duas fungoes diferencidveis, com I'm(g) C Dom(f). Entao h(t) = fog(t) =
f(g(t)) é diferencidvel e sua derivada é

W(t) = "(g(t)  g'(t)]

Observagao 6 (Regra da Cadeia com a notagao de Leibniz). Seja y = f(x) e x = g(t), entdo

dy dy dx

dt — dx dt

Exemplos de derivada de fungoes compostas (Regra da Cadeia): Calcule a derivada das
seguintes funcgoes.

L h(t) = (#* —t 4 1)1

2. f(z) = sen(cos(v/3z + 1))

1

3. g(w) = sen(arctg(x? + 1)), sabendo que D, (arctg(z)) = 22
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1
4. Seja g : R — R diferencidvel onde g(0) = 3¢ ¢'(0) = 1. Calcule f’(0), onde f(z) = (cos(x)) -

#(10(=75))

5. Sejam y = u - cos®(u?) e u = u(t). Calcule Z—y
x

6. Exercicio: Calcule a deriva acima quando u = In(z).

Funcao derivada e derivadas de ordem superior: Seja f uma funcao e A = {z € Dom(f) | 3f'(x)}.

Funcao derivada de f ' A - R
x = f(x)

(derivada de primeira ordem de f)

A derivada da funcdo f’, f”, é a derivada de segunda ordem de f. E assim, f") ¢ a derivada
de ordem n ou n-ésima derivada de f.
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Exemplos de derivadas de ordem superior:

1. Seja f(z) = 2° + 222 4 5. Calcule £ (x),¥n € N.

2

2. Sejam y = cos(u) e u = u(z). Calcule d—xz
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Aula 20 - Diferenciagao Implicita e Derivagao Logaritmica

Diferenciagao Implicita Dizemos que uma dada equacao nas variaveis z e y define a fun¢do f implici-
tamente se para todo x € Dom(f) temos que (z, f(x)) é solugdo desta equagao.

Nem toda fungao definida implicitamente por uma equacao pode ser colocada em sua forma explicita.
Por exemplo, a funcdo y = f(z) dada implicitamente por zy® — 322y + 4zy = 3.

Mas para encontrar a derivada de uma funcao definida implicitamente nao é preciso explicitar uma
tal funcao, podemos simplesmente derivar a equacao que a define usando a Regra de Cadeia para
encontrar a sua derivada.

Exemplos de diferenciagao implicita:

1. Dada uma equacio z2 4 4y% — 2z + 16y + 13 = 0 que representa uma elipse, determine:

(a) os pontos da elipse onde a reta tangente é horizontal.

(b) os pontos da elipse onde a reta tangente é vertical.
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2. Exercicio: A equacio ry®—3x2y+4xy = 3 define implicitamente uma funcdo y = f(z). Encontre

f'(z).
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d
3. Use a diferenciacao implicita para encontrar d—y se 5y? + seny = x2.
x

d
4. Supondo que y = arctg(x) é derivavel em R, calcule aTy
x

d
5. Exercicio: Supondo que y = arcsen(x) é derivavel em (—1, 1), calcule d—y
x

Derivagao Logaritmica Sejam f e g funcoes derivdveis em um intervalo I onde f(x) > 0,Vx € I. Se
definirmos

y = (f(2))*™

d
como calcular —y?

dx
Primeiro iremos aplicar a fungao In(z) em ambos os lados da igualdade para fazermos uso das

propriedade do logaritmo

Iny) = In((f()*™)) = g(x) - In(f(x))
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Agora, derivando implicitamente a equagao acima, obtemos

1 d , 1 /
L @) @)+ 900 1 )

Logo,

W= G (g @) ) + 45 )
Observagao 7. Uma outra maneira de olhar tal funcdo:
(f(2))9@ = @) — cg(@)in(f(@))
e usar a regra da cadeia para derivar
[(f(2))/ @) = @U@ g(z) - in(f ()]
Exemplos de derivacao logaritmica: Calcule a derivada das seguintes fungoes:

1. y:xﬁ
2. y= (22 + 3z — 4)in=
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Aula 21 - Teorema da Fungao Inversa

Teorema da Fungao Inversa Como determinar se uma funcao tem inversa?
Teorema 2. Uma funcgdo f: Dom(f) — Im(f) € injetora se, e somente se, f € invertivel, isto é, f
POSSUL INVersa.
demonstracao:

(=) : Como f é injetora, temos que se x1 # x5 entdo f(x1) # f(x2). Assim, se y = f(z) < [~ (y) =
T

(<) : Sejam z1,72 € Dom(f) tal que f(z1) = f(x2), entdo, aplicando f~! em ambos os lados da
igualdade, tem-se que x; = xo.
|

Teorema 3. Uma fungao f : Dom(f) — Im(f) tem inversa se, e somente se, f é mondtona, isto
é, se para todo x1,x2 € Dom(f) com x1 < x2 tem-se que f(x1) < f(x2) ou f(z1) > f(x2).
demonstrac¢ao:
(=):Sex <z = f(x1) # f(x2) = f(z1) < f(z2) ou f(x1) > f(x2), entdo f é mondétona.
(<) : Se z1 # x2 entdo

o 11 <x9= f(z1) < f(w2) ou f(z1) > f(22) = f(z1) # f(22) OU

o 1o <z = f(z1) < f(z2) ou f(z1) > f(z2) = f(21) # f(22)

|

Teorema 4 (da Funcao Inversa). Seja f: I — J onde I C Dom(f) e J = f(I) sdo intervalos. Se f
¢ diferencidvel em I e f'(x) # 0, Vx € I, entdo f tem inversa f~1. Além disso,

demonstragdo: Sejam x; < xg em I, entdo [z1,x2] C I, dal temos que f é continua em [z1,x2] e
diferencidvel em (x1, z2), logo, pelo Teorema do Valor Médio (que veremos nas proximas aula), existe

um ¢ € (x1,22) C I talque 0 # f'(c) = f(x;i : ifxl)’ logo f(:E;Z : ifiﬁl) >0ou w

e como xg — x1 > 0 teremos que f(x2) — f(z1) > 0 ou f(x2) — f(x1) < 0. Portanto, f é monétona
em [ e, pelo teorem acima, f é invertivel em 1.

<0,

Seja f~! a funcdo inversa de f em I, entdo (fo f~1)(x) = z, e derivando implicitamente esta equacao
obtemos que

Lo @ = L@ = F @) (@) =1

e assim, como f'(x) # 0,Vz € I teremos que

1

-1y ) =
A O
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Exemplos para encontrar a derivada de fungoes usando o Teorema da Funcao Inversa:

1. Seja f(z) = z-e® com dominio D = (—1, +00). Mostre que f é invertivel em D, calcule (f~1)'(e)

e (f71)(£(0)).

2. Seja f(x) = sen(z) com dominio D = (—g, g) Mostre que f é invertivel em D e que
Dy(aresen(z) = ———, |r| <1
arcsen(r)) = ———, |x
¢ V1 — 22
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3. Exercicio: Seja f(z) = cos(z) com dominio D = (0, 7). Mostre que f é invertivel em D e que

Dy (arccos(z)) = — lz] <1

1
V1—22

4. Seja f(z) = tg(x) com dominio D = (—g, g) Mostre que f é invertivel em D e que

1

D, (aretg(x)) =

5. Exercicio: Seja f(z) = arctg(x)+ . Prove que f é invertivel em R e calcule (f~1)'(£(0)).

2 +1
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